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Resumo. Apresenta-se resultados do transporte de energia calculados através do fluxo de calor. O problema consiste de uma
mistura bindria de gases rarefeitos monoatémicos confinados entre duas placas paralelas suficientemente longas. Inicialmente o
sistema encontra-se em equilibrio, sendo fracamente perturbado através do gradiente de temperatura relativo das placas que
caracteriza o transporte de energia. A fungdo de distribui¢do para cada constituinte da mistura obedece a um sistema de equagoes
integro-diferenciais acopladas que se baseiam na equac¢do de Boltzmann. Todas as solugcdes encontradas sdo estaveis pois se
tratam de problemas lineares. As solugées sdo estudadas com base no modelo cinético de McCormack para a equagdo de
Boltzmann. Os calculos numéricos sdo realizados para trés misturas de gases nobres: Nednio e Argonio, Hélio e Argonio, Hélio e
Xenonio. Calcula-se o fluxo de calor da mistura e de cada constituinte, assim como o desvio na concentragdo e na densidade da
mistura em todo o intervalo do numero de Knudsen. As concentragdes molares dos gases foram consideradas nas proporgdes de
10%, 50% e 90%. Foram comparados os resultados obtidos quando se utiliza diferentes potenciais de interagdo entre as particulas.

Também compara-se a solugdo cinética com a solugdo hidrodindmica para o fluxo de calor da mistura.
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1. Introducao

Nos ultimos anos o estudo dos fendmenos de transporte no escoamento de gases rarefeitos tem aumentado a sua
importancia devido as aplicagdes para o desenvolvimento tecnoldgico de equipamentos de vacuo, indudstria acronautica,
microengenharia, etc.

Em escoamento de gases rarefeitos costuma-se caracterizar o regime de escoamento pelo chamado nimero de
Knudsen K7 o qual é um pardmetro que indica o grau de rarefagio de um gas. E definido como a razdo entre o livre
caminho médio molecular e um comprimento caracteristico do problema em estudo. Assim, o regime de escoamento se

divide em trés tipos: (i) regime de moléculas livres (K7n — o), no qual o livre caminho médio molecular é muito

maior que o comprimento caracteristico do escoamento; (ii) regime hidrodindmico (K#n — 0 ) no qual o livre caminho
médio molecular ¢ muito pequeno comparado ao comprimento caracteristico do escoamento e (iii) regime de transi¢ao
(Kn = 1), no qual o livre caminho médio molecular e o comprimento caracteristico do escoamento possuem a mesma
ordem de grandeza.

O transporte de energia ¢ um problema que envolve a Mecéanica do Continuo e a Teoria Cinética dos gases. A
Mecénica do Continuo ¢ aplicada somente ao regime hidrodinamico. Para abranger todo o intervalo de Knudsen é
necessario aplicar a Dinamica dos Gases Rarefeitos. Durante os ultimos anos, varios livros e artigos tém sido
publicados sobre este tema (Adzumi, 1937; Cercignani, 1975; Chadwick, 1976; Bird, 1994; Ivchenco, Loyalka &
Thompson, 1997; Cumin, Sharipov & Kremer, 1998). Na Dinamica dos Gases Rarefeitos, os métodos se baseiam em:
(1) na solugdo da equacdo de Boltzmann (Cercignani, 1988; Cercignani, 2000) (ii) ou na simula¢do de Monte Carlo.
Neste trabalho sera abordado a soluggo da equacgdo de Boltzmann para os regimes de moléculas livres, hidrodindmico e
de transigdo e a solugdo da Mecénica do Continuo para o regime hidrodindmico.

A equagdo de Boltzmann é uma equagdo integro-diferencial, complexa devido a integral de colisdes entre as
particulas. O termo que envolve esta integral de colisdes ¢ denominado de operador de colisGes entre as particulas.
Existem alguns trabalhos na literatura, como por exemplo (Aoki, 1991; Onishi 1997), nos quais a equagdo de
Boltzmann ¢ linearizada e resolvida numericamente com o operador de colisdes exato, mas esses trabalhos se
restringem somente ao uso do potencial de interacdo intermolecular de esfera-rigida, requerendo um esforgo
computacional muito grande. Para simplificar a equagdo de Boltzmann usando todo o intervalo do numero de Knudsen
surgiu a idéia de simplificar a integral de colisdes utilizando um modelo matematico para essa integral. A escolha desse
modelo matematico, também chamado de modelo cinético deve satisfazer as seguintes condigdes: (i) a conservagdo da
massa, do momento linear e da energia de cada colis@o entre as particulas; (ii) a equacdo modelo, também denominada
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de equacdo cinética deve fornecer corretamente todos os coeficientes de transporte (viscosidade, condutividade térmica,
etc) e (iii) no estado de equilibrio a integral de colisdes deve ser nula.

Existem poucas publica¢des sobre o escoamento de uma mistura para um amplo intervalo do numero de
Knudsen. Com relagdo aos trabalhos experimentais sobre o fluxo de uma mistura ao longo de um tubo sdo citados os
artigos (Adzumi, 1937; Bentz, Thompson & Loyalka, 1999; Sharipov & Seleznez, 1998). Os resultados numéricos
considerando-se o fluxo de uma mistura através de um canal sdo encontrados nos trabalhos (Ivchenko, Loyalka &
Thompson, 1997; Lang & Muller, 1975; Takata, 2001) ¢ o fluxo de Couette para este mesmo estudo encontra-se em
(Marques, Kremer & Sharipov, 2000).

Considerando uma mistura de gases monoatomicos, a diferenca entre os constituintes ocorrerd entre as suas
massas atomicas, didmetros moleculares e formas de iteracdo entre as moléculas dos diferentes constituintes. Por
exemplo, quando as moléculas sdo consideradas como esfera-rigida a diferenga entre os didmetros das moléculas torna-
se representativa. Ainda, o tratamento matematico é baseado na Teoria Cinética dos Gases que envolverd uma fungdo

de distribui¢do f, (¢ =1,2,...,n) presente na equagdo de Boltzmann, para cada um dos 7 constituintes da mistura.

Entdo se tem de uma forma geral, que o sistema constitui-se de um sistema de » equagdes de Boltzmann acopladas para
as n fungoes de distribuicao.

Neste trabalho, sera considerado o fluxo de uma mistura binaria de gases ideais monoatdmicos confinada entre
duas placas paralelas, que sera estudado com base no modelo cinético de McCormack (McCormack, 1973) para um
amplo intervalo do numero de Knudsen.

2. Consideracoes do Problema

Considera-se uma mistura binaria de gases ideais monoatdmicos confinada entre duas placas paralelas separadas
por uma distancia [, infinitamente longa de forma que os efeitos de borda podem ser desprezados. Inicialmente o

sistema encontra-se em equilibrio, ou seja, as placas estdo a uma temperatura de equilibrio inicial 7, e pode ser

introduzida a concentragio de equilibrio molar C;; da mistura como sendo C, =n,, /(n, +n,), onde

N, ,(a =1,2) sdo as densidades de equilibrio dos constituintes & . O estado de equilibrio é fracamente perturbado

por uma diferenca de temperatura AT'=7,—T), isto ¢, |A T | << 1 - Entdo o objetivo do trabalho é estudar o transporte

0
de energia para uma mistura binaria de gases ideais monoatdmicos rarefeitos confinada entre duas placas paralelas , ou
seja, resolver a equagdo de Boltzmann com base no modelo cinético proposto por McCormack em seu artigo
(McCormack, 1973), para o sistema fora de equilibrio através do método das velocidades discretas (Sharipov &
Sobbotin 1993). Sera calculado o fluxo de calor da mistura, o fluxo de calor ¢ a densidade de cada constituinte, para as
trés misturas binarias: Nednio ¢ Argonio; Hélio e Argdnio; e Hélio e Xenonio, dentro de um amplo intervalo do

pardmetro de rarefagdo. Estas misturas apresentam razdes de massas 771, / m, bem distintas 0,505, 0,100 e 0,030, além

das razoes entre os seus didmetros d2 / d1 serem de 1,406, 1,665 e 2,226, respectivamente. As concentragdes

consideradas para estas misturas serdo nas proporcdes de 10%, 50% e 90%, para o primeiro constituinte.

O fluxo de calor de cada constituinte e da mistura serdo calculados para um amplo intervalo do nimero de
Knudsen 0 < Kn < o, que correspondem na analise dos regimes hidrodindmico, transigio e de moléculas livres.
Estes calculos serdo feitos para dois tipos de potenciais intermoleculares: esfera-rigida e o potencial realistico, ambos
considerando uma temperatura inicial de 300K. Uma comparagdo do fluxo de calor da mistura obtido através da
equagdo cinética com a solugdo hidrodinadmica também sera apresentada.

A densidade do niimero de particulas # da mistura bindria, entre as placas, serd funcdo da densidade do

numero de particulas de cada constituinte da mistura 7 = n, + 7, . A temperatura da mistura serd igual a

inaTa

T: a=1

2 n, +n,
n
z [24

a=l1

T +n,T.
_mi nzz’ M

e a concentragdo poderé ser escrita como a razio entre a densidade do numero de particulas do constituinte @ =1 e a
densidade do numero de particulas da mistura, C, =n, /n.
Serd considera a situagdo em que o estado de equilibrio ¢ fracamente perturbado através do gradiente de

temperatura relativo das placas. Assim a perturbagdo na temperatura sera denotada por AT, a densidade do niimero de
particulas do constituinte & ¢ igual a densidade do ntimero de particulas deste constituinte em equilibrio, acrescida de
uma perturbagio
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0

onde U, representa os desvios relativos as densidades.

A temperatura do constituinte & ¢ igual a temperatura de equilibrio do sistema 7,, acrescida de uma

perturbacao
I, =T, 1+7a¥, (3)
0

onde 7, representa os desvios relativos as temperaturas dos constituintes T o« com o = (1, 2). Substituindo a Eq.(2) e

a Eq.(3) na Eq.(1), obtém-se a seguinte expressio para a temperatura 1’

AT AT
T=T, 1+CorlT+(1—C0)rzT. 4)
0 0

3. Equacio Cinética e Condicoes de Contorno

Para um fluxo estacionario, (8fa /Ot = O), e sem a presenga de forgas externas, (F; =0), a equagdo de

Boltzmann para uma mistura bindria de gases monoatomicos é

V?a'afi :ZQaﬁ(faafﬂ) )
or' #4

'

- -
com r'=(x",y",z") eV, =(',,V', ,V'. ). As grandezas denotadas por uma plica sdo dimensionais. A Eq. (5)

representa uma equagio integro-diferencial ndo-linear. A integral de colisdes entre as particulas @ e [ esta sendo

representada pelo operador de colisdo quadratica Q, ﬂ( Lo f ﬂ), também denominado de termo de colisdo. A

principal dificuldade matematica apresentada na equagdo de Boltzmann esta associada com o termo de colisdo
0, 5 (f,.f ﬂ) . Muitas alternativas sdo analisadas com o objetivo de simplificar o termo de colisdo facilitando assim a
solucdo da equagdo de Boltzmann. Expressdes mais simples para este termo t€m sido propostas por diversos autores.
Estas sdo conhecidas como modelo de colisdo ¢ a equacdo de Boltzmann na qual o termo de colisdo é substituido por
um modelo passa a ser chamada de equacdo modelo (Bird, 1976). O objetivo desta substituicdo ¢é facilitar a resolugdo da
equacdo de Boltzmann de forma a fornecer resultados satisfatorios, isto é, a equagdo modelo deve apresentar bons
resultados que podem ser comparaveis aos resultados da solugdo exata da equagdo de Boltzmann (Sharipov, 1998).
Assim o termo de colisdo podera ser substituido por um operador o qual conserva as seguintes propriedades:

[m,Q.pdva=0, ©)

jmavaaﬂd va+jmﬂvﬁiQaﬁd vp =0, 7

1 ) - 1 ) -
J‘Emaanaﬁd va+J§mﬂvﬂQaﬂd v =0, )
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que expressam a conservagao da massa, do momento linear e da energia de cada colisdo de uma particula @ com uma

particula [ sendo m, e mg, amassa da particula dos constituintes & e [3, respectivamente. No modelo cinético

utilizado neste trabalho, a expressdo do operador de colisdo quadratica é dada por
R
Qaﬂ:_U;ﬁ(fa_faﬁ)' (9)

O sinal negativo acima ¢ devido ao tempo de relaxagdo. U; 5 denota a freqiiéncia de colisdo que independe das

velocidades das particulas, f,

. representa a fungdo de distribuigdo dos constituintes e f;; a funcdo de distribui¢do de

referéncia. Para este problema tem-se para a func¢ao de distribuicao dos constituintes

S AT 7 AT
[, v ))y= ") 1+h, (x',v) ) (10)
0
onde f aM ¢ a funcdo de distribuicdo Maxwelliana (Kremer, 2003) correspondente ao estado de equilibrio
3/2
m m )
M =n, | —2| expl ——2V"]|, (11)
“ % 2mkT, 2kT, “

5
ha (x', v; representa a perturbagdo da fungdo de distribui¢do do sistema que obedece a equagdo de Boltzmann e 7,

¢ a distribui¢dio da densidade em equilibrio do numero de particulas do constituinte & entre as placas. E conveniente
-
introduzir quantidades adimensionais para as quantidades da velocidade molecular do constituinte &, v; e a posicao

- - -
. . . 1 . . . . ’ A
r'. Desta forma a velocidade dimensional v , esta relacionada com a velocidade adimensional ¢, através do parametro

> o

- -
Bos= (m /2kT, ) , ou seja , vV, =, c, e introduz-se a grandeza adimensional 7 =7/ D, onde D

representa a distancia entre as placas paralelas. Substituindo-se Eq. (9) — Eq. (11) na Eq. (5), com Eq.(2) — Eq.(4), tem-
se a equacdo linearizada adimensional

1/2
oh 2. T, dl
Co =Dl | S, e, Cfﬁo—é AT | dlnm, |- (12)

Ox 2Ty ) 53 T 2) dx dx

O modelo cinético proposto por McCormack representa L, ﬂh como uma expansido de um polindmio da velocidade

—

adimensional ¢, , ou seja, Laﬂh = _7a/3ha +A+A.c, +B,c,c, + chakci. O parametroy,, ¢
proporcional a freqiiéncia de colisdo entre os constituintes & e [ (Cercignani & Sharipov, 1992). Para o problema em

questdo, o operador de colisdes L, ﬁ.h correspondente ao modelo cinético de McCormack ¢ escrito como

1/2
A m
— (2)
Laﬂha - _7aﬂha +7/aﬂua _[ r;] Uaﬂ Qa -

B
Mg ol » 3 [( 3) 4 2 1, 2
+ 7aﬂra_ m (Ta_rﬂ af Ca _E 2 yaﬂ_uaﬂ axx+UaﬂHﬂrx _E(Cay+caz)
B

8 1/2 1/2 5
m, 5) (6) 2

+— -0 +v, -,

10( m J (yaﬂ aﬂ)q ( J qﬁ cax(ca 2)
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a,f =12, e Yap = Zu'aﬂ (13)

As quantidades U((ZZ) (Cumin, L. M. G., Sharipov, F., & Kremer, G. M., 1998) representam a freqiiéncia de colisdes

entre os constituintes @ e . Os momentos adimensionais da fungdo de distribuigdo sio escritos do seguinte modo:

v, (x) = #ICXP<— ¢, )ha (x,ij dcz, (14)

q,(x) = # [exp(=c2)n, (x,cz )Cf, ¢ de,. (1)

IT,, (x) z%jexp(—cj )ha(x,cj;j(c; —lcijdcz, (16)
T 3

7, (x) :#J‘exp(— cl )ha(x,cj!j(éci —ljdcz, (17)

onde Uy, g5, I1 5,

i © Tp sdo semelhantes as equagdes (14)- (17), respectivamente bastando trocar @ por [ .

As condigodes de contorno para a perturbagio ha da Eq. (12) sdo dadas por:

— D -
h, (x, c, j =h, (i R c, j =-v, ,  pama ¢, <20. (18)

Assim o fluxo de calor de uma mistura binaria de gases ideais monoatémicos ¢ obtido resolvendo a Eq.(12)
sujeita as condigdes de contorno presentes na Eq.(18). Sera assumido que existe um pequeno desvio na concentragio e

este também serd calculado. Entdo usando as relagdes ny, =n,C, e ny, =n,(1-C,), o gradiente de concentragdo

estabelecido por AC serd igual a

AT
AC = (1 -C, )(z)1 - uz)T—. (19)

0
Da mesma forma, o desvio da densidade estabelecido como U ¢é calculado com base na densidade # da

mistura, onde U =n/n, —1, n=n, +n, eaexpressdo sobre o desvio da densidade pode ser escrita como,

AT
L= (Coul + (1 -G, )Uz )T (20

0

4. Método de Solucio

A Eq. (12) é fungdo das componentes da velocidade adimensional ¢, = (¢, ., C, v ¢,.). Com o objetivo de

diminuir as varidveis da Eq.(12) e considerando que o fluxo ¢ unidimensional e completamente desenvolvido na dire¢do
-
X, a solugdo independe das coordenadas y e z . Pode-se entdo eliminar as varidveis ¢, e ¢, da velocidade ¢,

pela introdu¢do de duas fungoes:

D, (x, c_; j = %r:r:exp[— (c; +cl. )] h, (x, c_; jdcaydcaz , @D
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+00 (¢+00
Y, |x =—J- I exp[ c +caz)”ay+c —l]h x,¢, |dc, dc,. 22)

que transformam a Eq. (12) em um sistema de equagdes para O, e v o>

1/2
0D m . m
Cox == 50: {_(Da +Ua —Cx — (2) 9. — — qﬁ'
ox m m
* 1
*1) 2 (3) (4) *(3) *(4) 2
e, 2 (e o (m j+z((1 L0l e )nmwaﬂnm)(cm_zj
mpg
1/2 1/2
8 (m * n N m 2 3 2 3 kT
4+ — a 1+U(6) 0(5)_0(5) +U(6) B C(zx Cax__ _ch Cax____ (23)
10[ m ] ( aa ap )qa apf ma qﬂ 2 2 Ta
(5]
a‘Ij m *, * 3k * *,
cwc <= 605 {_ \Pa +Ta _2 _“ﬂ ( a ﬁ')U o ( Ua(j) +Ua(:) _Ua(3))Hax_x _Ua(ﬁ4)Hﬁxx
oy m,

1/2

1/2
8 m 6 *(5 *(5 w6)| Mp N N
5 —m”‘ (1+u” ) _ “)q +o,y - Qs | J=Cor U =00 V0 @4

a

E utilizado com maior freqiiéncia o parametro de rarefacdo do constituinte & da mistura 50: ao invés do namero de

Knudsen Kn, definido por, O ZD(ma/2kTo )l/zj/a, onde ¥, =P, /u, com P, e u, representando

a

pressdo parcial e a viscosidade parcial, respectivamente, (Cercignani & Sharipov, 1992). Este parametro aparece
somente nas combinagdes ¥, =¥, + ¥, € ¥, =¥, + 7, . Nasequagdes (23) e (24) os momentos adimensionais
da fung¢io de distribui¢do Ua,Uﬁ,qa,qﬂ,Ha, Hﬁ

T, €Ty descritos nas equagdes (14)-(17), representam as

incognitas e sdo escritos em fun¢do de @, ¢ ¥, .

O objetivo ¢é resolver este sistema de equagdes integro-diferenciais (23) e (24) utilizando condigdes de contorno
apropriadas, deduzidas substituindo-se a Eq.(18) em (21) e (22). Este sistema de equagdes pode ser reduzido a um
sistema de equagdes de integrais para os momentos da func¢io de distribui¢do. Entretanto, este método requer um grande

tempo computacional, especialmente para grandes valores do pardmetro de rarefacdo 505 , que ¢ proporcional ao inverso

do ntimero de Knudsen K7 . Este ¢ um dos motivos pelos quais deve-se usar o método das velocidades discretas
(Kogan, 1969) e (Sharipov & Subbotin, 1993).

5. Resultados Numéricos e Discussoes

O parametro 5a presente nas equagoes (23) ¢ (24), corresponde ao parametro de rarefagdo do constituinte ¢ da

mistura. No programa numérico utiliza-se o pardmetro de rarefacio da mistura, denotado por O , como um pardmetro
de entrada. Consequentemente, ¢ necessario estabelecer uma relagdo entre os pardmetros de rarefacdo da mistura e dos
constituintes. Esta relagdo (Cercignani & Sharipov, 1992; Sharipov & Kalempa, 2003) ¢ dada por

o, =5(ma/ m)l/z(,uP)/(,uaP) onde £ e g, denotam, respectivamente, a viscosidade da mistura ¢ a

viscosidade parcial, cujas expressdes sdo dadas em (Sharipov & Kalempa, 2002). P ¢ P, representam a pressdo da

mistura ¢ a pressdo parcial, respectivamente. O sistema de equacgdes cinéticas (23) e (24) foram resolvidas
numericamente para um amplo intervalo do pardmetro de rarefagdo O , pelo método das velocidades discretas (Kogan,
1969; Sharipov & Subbotin, 1993) com um erro numérico relativo menor que 0,1%. A precisdo numérica foi estimada
comparando os resultados obtidos para diferentes grades dos parametros, ou seja, utilizou-se uma malha adequada. Os

valores considerados para o pardmetro de rarefagio O variam de 0,01 <6 <100. Deve-se ressaltar que este
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intervalo abrange o regime das moléculas livres para & — 0 (especificando o intervalo 0,01 <6 < 1), o regime de

transicio O = 1 e o regime hidrodindmico para & —> o (especificando o intervalo & > 100). Portanto o maior valor
considerado para & é 100, o qual ja representa com certeza o regime hidrodindmico. Valores maiores do que 100 nio

serdo considerados devido ao grande tempo de execugdo do programa numérico. Quanto maior o valor de & maior é o
tempo para se atingir a convergéncia do programa numérico. Conforme se aumenta o parametro de rarefacdo o tempo
de rodagem do programa cresce de forma ndo linear. Uma maneira de amenizar este problema ¢ se utilizar
supercomputadores para a rodagem dos programas no caso de grandes valores do parametro de rarefagao.

Para investigar a influéncia da lei de interacdo intermolecular no transporte de energia, dois tipos de potenciais
foram usados: o potencial de esfera-rigida e o potencial realistico. Quando trata-se do potencial de esfera-rigida, para

calcular os didmetros moleculares d,, utiliza-se a seguinte razdo entre suas massas e viscosidades

d,ld, = (/u1 /u, )1/2 (m2 /m, )1/4. Estas viscosidades sdo obtidas experimentalmente & uma temperatura de
T=300K (Kestin, Knierim, Mason, Najafi, Ro & Waldman, 1984). Como resultado destes dados obtém-se os valores da
razdo d, /d, como 1,406, 1,665 e 2,226 para as misturas Néonio e Argénio (Ne-Ar), Hélio e Argonio (He-Ar) e Hélio
e Xendnio (He-Xe), respectivamente.

Os resultados numéricos do fluxo de calor O da mistura sdo fornecidos nas tabelas (1)-(2) para o potencial
realistico e potencial de esfera-rigida, respectivamente. Da andlise numérica destes valores conclui-se que: (i) O fluxo
de calor 0 da mistura sempre decresce com o aumento do pardmetro de rarefagdo O, ou seja, sdo grandezas
inversamente proporcionais. Este era o resultado esperado, pois se tem este mesmo comportamento para o caso de um

gas unico; (ii) A dependéncia do fluxo de calor () da mistura na concentragdo C,, ¢ forte para a mistura com menor
razdo de massa molecular, He-Xe. A diferenca entre o fluxo de calor da mistura entre as concentragdes Co =0,1¢e

C, = 0,9 pode passar de 60% para a mistura He-Xe, enquanto que para a mistura Ne-Ar este desvio ndo excede 1,2%;

(i) O fluxo de calor depende muito pouco da lei de interagdo intermolecular. Para o caso onde existem estas
diferencas, o fluxo de calor sempre apresenta um valor maior para o caso do potencial realistico. A diferenca, quando

existir, entre os valores de (J da mistura que correspondem ao potencial realistico e aqueles para o potencial de esfera-
rigida ndo excedem 15%.
Os dados do fluxo de calor de cada constituinte, g, € ¢,, para a mistura bindria He-Xe sdo apresentados na Tab.

(3) para o potencial realistico. Pode-se observar que o constituinte de menor massa tem um fluxo de calor maior ¢ a
medida que o parametro de rarefagdo cresce o fluxo de calor de cada constituinte aumenta. Também pode-se observar

que C, = 0,1, representa os maiores valores para ¢, .

Os valores referentes ao desvio na densidade de cada constituinte, considerando potencial realistico, para a mistura
He-Xe, s3o apresentados na Tab.(4). (i) Pode-se observar que em todas as concentragdes consideradas

C,=01,C;=0,5 e¢C, =09 o desvio na densidade foi aumentando & medida que se aumentou o pardmetro de

rarefacdo O ; (ii) Observa-se também que nos valores do desvio na densidade, U, e U, , para a mistura considerada, o

constituinte de menor massa tem sempre um desvio menor na densidade.

Quanto ao desvio na concentragdo ¢ na densidade da mistura, estdo apresentados na Tab.(5), os valores obtidos para
a mistura He-Xe no caso do potencial realistico. Os valores obtidos para a mistura He-Xe no caso de esfera-rigida nao
sdo apresentados por serem semelhantes aos das tabelas (3), (4) e (5). Pode-se concluir que as outras misturas, Ne-Ar e
He-Ar, apresentam o mesmo tipo de comportamento da mistura He-Xe. Esta tlltima foi escolhida para ser apresentada
na Tab.(5) por se tratar da mistura que tem a maior variagdo de comportamento. Isto é comparado nas tabelas (1) e (2).

Tabela 1: Fluxo de calor O da mistura vs pardmetro de rarefagdo O e concentragio C o hadistancia x = 1/2,

potencial realistico

0
Ne-Ar He-Ar He-Xe
o Co =0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9
0,01 -0,5690 -05855 -0,5706 -0,6506 -0,8655 -0,7201 -0,7854 -1,3563 -1,0534
0,1 -0,5431 -0,5591 -0,5447 -0,6215 -0,8289 -0,6894 -0,7534 -1,3091 -1,0150
1 -0,4065 -0,4191 -0,4076 -0,4654 -0,6252 -0,5217 -0,5760 -1,0292 -0,7939
10 -0,1373 -0,1420 -0,1376 -0,1563 -0,2123 -0,0180 -0,2033 -0,3863 -0,2966
40 -0,0436 -0,0451 -0,0436 -0,0495 -0,0676 -0,0577 -0,0659 -0,1288 -0,0984
60 -0,0299 -0,0310 -0,0300 -0,0340 -0,0465 -0,0397 -0,0454 -0,0892 -0,0681
100 -0,0184 -0,0191 -0,0184 -0,0209 -0,0286 -0,0244 -0,0280 -0,0552 -0,0421
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Tabela 2: Fluxo de calor ) da mistura vs pardmetro de rarefagdo O e concentragio C o hadistancia x = 1/2,

potencial de esfera-rigida

0
Ne-Ar He-Ar He-Xe
o Co =0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9 0,1 0,5 0,9
0,01 -0,5690 -0,5855 -0,5706 -0,6504 -0,8652 -0,7201 -0,7850 -1,3544 -1,0534
0,1 -0,5430 -0,5588 -0,5445 -0,6203 -0,8260 -0,6889 -0,7500 -1,3011 -1,0145
1 -0,4058 -0,4172 -0,4069 -0,4587 -0,6088 -0,5183 -0,5582 -0,9839 -0,7883
10 -0,1364 -0,1397 -0,1368 -0,1496 -0,1942 -0,1758 -0,1834 -0,3303 -0,2875
40 -0,0432 -0,0442 -0,0433 -0,0469 -0,0604 -0,0559 -0,0577 -0,1050 -0,0944
60 -0,0295 -0,0302 -0,0298 -0,0321 -0,0414 -0,0384 -0,0396 -0,0721 -0,0652
100 -0,0181 -0,0185 -0,0182 -0,0197 -0,0253 -0,0236 -0,0243 -0,0444 -0,0403

Tabela 3: Fluxo de calor de cada constituinte vs parametro de rarefacio O e concentragio C o hadistancia x = 1/2

para a mistura He-Xe, potencial realistico

C,=0,1 C, =05 C, =09
J q, q, q, q, q, 9,
0,01 |-0,0305 -0,0053 -0,0231 -0,0043 -0,0115 -0,0020
0,1 |-0,2955 -0,0509 -0,2233 -0,0385 -0,1107 -0,0191
10 |-8,7031 -1,2918 -6,7245 -1,0008 -3,2422 -0,4837
40 |-11,4280 -1,6579 -8,9785 -1,3225 -4,3038 -0,6404
60 |-11,8200 -1,7144 -9,3256 -1,3736 -4,4667 -0,6646
100 |-12,1520 -1,7625 -9,6230 -1,4174 -4,6060 -0,6854

Tabela 4: Densidade de cada constituinte vs parametro de rarefagdo O e concentragdo C,, na distancia x =1/2 para

a mistura He-Xe, potencial realistico

C, =0, C,=0,5 C, =09

o L U, % U, L U,
0,01 |-0,00361 -0,00505 -0,00385 -0,00599 -0,00451 -0,00862
0,1 |-0,3263 -0,04575 -0,03499 -0,05521 -0,04118 -0,08110
10 |-0,7786 -1,0881 -0,8790 -1,4379 -1,0751 -2,2709
40 |-1,0181 -1,3970 -1,1702 -1,9063 -1,4255 -3,0143
60 -1,0522 -1,4430 -1,2145 -1,9785 -1,4783 -3,1279
100 |-1,0789 -1,4781 -1,2502 -2,0370 -1,5206 -3,2238

Tabela 5: Desvio na densidade e na concentracio de cada constituinte vs pardmetro de rarefacdo O e concentragio C 0

na distdncia x = 1/2 para a mistura He-Xe, potencial realistico

C, =0, C, =05 C, =09
5 AC v AC v AC v
0,01 |0,001298 -0,00490 0,001074 -0,00492 0,000411 0,000411
0,1 |0,01181 -0,04444 0,01011 -0,04510 0,003992 0,003992
10 |0,2785 -1,05715 0,2795 -1,15843 0,1196 0,11958
40 10,3410 -1,35911 0,3680 -1,53825 0,1589 0,15888
60 (10,3517 -1,40392 0,3820 -1,59650 0,1650 0,16496
100 [0,3593 -1,43818 0,3934 -1,64360 0,1703 0,17032

6. Solu¢ao HidrodinAmica e Resultados

O objetivo ¢é calcular o transporte de energia, para 0 mesmo problema, com base nas equagdes da Mecanica do

Continuo obtendo a solu¢do hidrodinamica correspondente. A solugio encontrada serdo aplicadas condigdes de

contorno apropriadas. Esta solugdo corresponde a determinagao do fluxo de calor da mistura.
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No regime hidrodindmico, as equa¢des da Mecanica do Continuo podem ser aplicadas na solugdo dos problemas de
Dinamica dos Gases Rarefeitos. O principal pardmetro utilizado na Dindmica dos Gases Rarefeitos é o numero de

Knudsen, Kn, definido como, a razdo entre o livre caminho médio molecular e a distdncia ) entre as placas, que
representa o comprimento caracteristico do problema em estudo, Kn = A/ D . Costuma-se utilizar com maior
freqiiéncia o chamado parimetro de rarefagdo do gés, O, que é inversamente proporcional ao nimero de Knudsen,

0= \/; / (2Kn) . Na teoria cinética dos gases (Ferziger. and Kaper, 1972) pode-se expressar o livre caminho médio
. Vz X o . o
da seguinte forma A = ——-—V,, onde F denota a pressdo em equilibrio ¢ £ a viscosidade do gas considerado e
0

Vv, ¢ a velocidade molecular caracteristica na temperatura 77, . Assim obtém-se a seguinte expressdo para o pardmetro

~ . DF, o 4 AT . < ~ . . ~
de rarefagdo do gés, 0 = ——, que também ¢ vélida para misturas gasosas ja que a pressdo P, e a viscosidade 4 sdo
Vo
quantidades mensuraveis.

No regime hidrodinamico (& — o0 ou Kn — 0) o livre caminho médio é muito menor que o comprimento
caracteristico do escoamento e, consequentemente, o meio gasoso pode ser considerado como um meio continuo no
qual as equacdes da hidrodinamica podem ser aplicadas. Neste regime, sera utilizada a equagdo de Navier-Stokes
(Coimbra, 1978), com as condi¢des de contorno com deslizamento da velocidade, ou seja, a velocidade tangencial do
gas na superficie solida ndo é assumida como zero.

A razdo entre o fluxo de calor por unidade area ¢é proporcional a diminui¢do da temperatura na distancia X ,

. dT

q = _KT , a constante de condutividade K ¢é a condutividade térmica das placas. Esta equagdo ¢ unidimensional e
X

permite calcular o fluxo de calor via lei de Fourier. A temperatura da mistura tem a forma (Sharipov & Seleznez, 1998)

T (x) =T + Ax +B , onde A e B sdo constantes a serem determinadas, considerando para o problema em questdo,

: . , T ,
um gradiente de temperatura e a temperatura da mistura 7 definida como7 =T, + ¢,/ 7 em x =0, e
X

, T
T=T,-¢;I, px em x =D, onde e = A, onde [, representa o livre caminho médio e &, o coeficiente de
X X

temperatura.
Entdo o objetivo é encontrar a forma adimensional para o fluxo de calor ¢'. De acordo com (Sharipov & Kalempa,

24T, " AT
da g

B

2003) tem-se a relagdo adimensional para o fluxo de calor dos constituintes ¢, , q', = n, kT 0(

e substituindo as rela¢des anteriores tem-se o fluxo de calor da mistura na forma adimensional escrito como
1, 2¢.\"
K m
q=————(l+—gTj . (25)

Os valores do coeficiente de temperatura ¢, sdo encontrados em (Sharipov & Seleznez, 1998) para um gas unico,
e em (Ivchenko, Loyalka & Thompson, 1997; Sharipov & Kalempa, 2003) para misturas de gases.
Nas tabelas (6) e (7), sdo apresentados valores do fluxo de calor ¢, para o potencial realistico e esfera-rigida,

respectivamente, na distdncia x =1/2 em fungdo do parimetro de rarefacio O, conforme a Eq. (25). Os valores

KM $503.9:6¢12 para potencial realistico e 3,9; 5,3 e 9,2 para esfera-rigida, para as misturas Ne-Ar, He-Ar e He-Xe,

Uk

respectivamente. Estes valores foram obtidos em nosso programa numérico. Da analise numérica das tabelas (6) e (7),
pode-se concluir que: (i) O fluxo de calor ¢ decresce a medida que se aumenta o pardmetro de rarefagdo O . Pode ser
observado o mesmo comportamento tanto para o potencial realistico como para o potencial de esfera-rigida; (ii) Quando
se compara a Tab.(6) com a Tab.(7) pode-se observar que mistura Ne-Ar ¢ a que apresenta os melhores resultados,
inclusive os valores coincidem a partir de O igual a 60.

Tabela 6. Fluxo de calor g, Solugdo hidrodindmica para C, = 0,5 na distancia x =1/2,
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potencial realistico

q,C, =05

Ne-Ar He-Ar He-Xe

S ¢, =1,991 ¢, =2,017 ¢ =2,515
Eq.(25) Eq.(25) Eq.(25)
0,01 -0,4884 -0,8417 -1,1904
0,1 -0,4777 -0,8210 -1,1695
1 -0,3914 -0,6587 -0,9950
10 -0,1395 -0,2213 -0,3863
40 -0,0443 -0,0689 -0,1288
60 -0,0305 -0,0472 -0,0892
100 -0,0188 -0,0290 -0,0552

Tabela 7. Fluxo de calor ¢, Solugdo hidrodinamica para C, = 0,5 na distncia x =1/2,

potencial esfera-rigida

q,C,=0,5

Ne-Ar He-Ar He-Xe

S s, =194 s, =L777 s, =1,992
Eq.(25) Eq.(25) Eq.(25)
0,01 -0,5013 -0,7435 -1,1517
0,1 -0,4899 -0,7252 -1,1263
1 -0,3996 -0,5819 -0,9229
10 -0,1405 -0,1955 -0,3389
40 -0,0444 -0,0608 -0,1046
60 -0,0305 -0,0417 -0,0719
100 -0,0188 -0,0256 -0,0442

7. Conclusoes

Foi realizado um estudo do transporte de energia de misturas bindrias de gases ideais monoatomicos. O fluxo de
calor da mistura e o fluxo de calor de cada constituinte foram calculados. Também foi calculada a densidade de cada
constituinte, assim como o desvio na densidade e na concentragdo de cada constituinte. Os célculos foram feitos para
trés misturas de gases nobres, Nednio-Argdnio, Hélio-Argonio e Hélio-Xenonio, nos trés regimes de escoamento:

regime de moléculas livres (0 — 0, Kn — o), transi¢do (0 =1, Kn = 1), e hidrodindmico (0 — o0, Kn — 0).
Foram usados os potenciais intermoleculares: potencial realistico e esfera-rigida e concentragdes nas proporgdes de
10%, 50% e 90% em relag@o ao primeiro constituinte das misturas consideradas.

No regime cinético o parAmetro de rarefacio O pode assumir valores muito pequenos enquanto que no regime
hidrodindmico este mesmo pardmetro podera assumir valores muito grandes. Portanto o objetivo é poder comparar
através da variagio do pardmetro de rarefagio O o comportamento do fluxo de calor da mistura pois, no limite do

regime cinético para o regime hidrodindmico, o fluxo de calor da mistura obtido na solucdo cinética formada pelo
sistema de equacgdes (23) e (24), tem que ser aproximadamente igual aos obtidos através da solucdo hidrodinamica (25).

Uma comparagdo dos valores numéricos do fluxo de calor () da mistura obtidos na solugdo cinética com os

valores analiticos ¢ obtidos na soluc¢do hidrodindmica (25), com a utiliza¢do do coeficiente de temperatura ¢, , estio
mostrados nas tabelas (8) e (9) para o potencial realistico e esfera-rigida, respectivamente. Pode ser visto que no alcance
1<0 <100 a expressio (25) fornece uma aproximagdo razodvel, ou seja, se aproxima da solugio numérica da
equagdo cinética com um erro de no méaximo 1,7% para a mistura Ne-Ar para potencial de esfera-rigida. Entdo, conclui-

se que para grandes valores do pardmetro de rarefacdo O , a solugdo analitica da equacdo de Navier-Stokes com a
condi¢do de deslizamento na velocidade pode ser aplicada com sucesso se o coeficiente de transporte correspondente

for correto. Assim tem-se que para grandes valores de 0 nio precisa-se de modelos cinéticos para descrever o sistema
estudado.

Para pequenos valores do pardmetro de rarefagio O a solugdo cinética é valida enquanto que a solugdo
hidrodindmica nao. Entéo conclui-se que o uso da solugdo cinética ¢ vantajoso principalmente para valores pequenos de
O enquanto que para grandes valores de O ¢ vantajoso se utilizar a solugio hidrodinimica.
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Pode-se observar que o fluxo de calor da mistura decresce com o aumento do pardmetro de rarefacdo O , sendo
maior para a mistura He-Xe. Também pode-se verificar que para a mistura He-Xe o resultado numérico coincide com a
solucdo hidrodindmica quando & > 10, para potencial realistico.

Tabela 8. Comparagdo da solugdo numérica do fluxo de calor 0 da mistura com a solugdo analitica (25) para

C, = 0,5 nadistancia x =1/2, potencial realistico

Qecgq
Ne-Ar He-Ar He-Xe
¢, =1,991 s, =2,017 Gr =2,515
o resultado Eq (25) resultado Eq (25) resultado Eq (25)
numérico numérico numérico
0,01 -0,5855 -0,4884 -0,8655 -0,8417 -1,3563 -1,1904
0,1 -0,5591 -0,4777 -0,8289 -0,8210 -1,3091 -1,1695
1 -0,4191 -0,3914 -0,6252 -0,6587 -1,0292 -0,9950
10 -0,1420 -0,1395 -0,2123 -0,2213 -0,3863 -0,3863
40 -0,0451 -0,0443 -0,0676 -0,0689 -0,1288 -0,1288
60 -0,0310 -0,0305 -0,0465 -0,0472 -0,0892 -0,0892
100 -0,0191 -0,0188 -0,0286 -0,0290 -0,0552 -0,0552

Tabela 9. Comparagdo da solugdo numérica do fluxo de calor ) da mistura com a solugdo analitica (25) para

C, = 0,5 nadistancia x =1/2, potencial esfera-rigida

Qecyq
Ne-Ar He-Ar He-Xe
s, =194 s, =L777 S, =1992
o resultado Eq (25) resultado Eq (25) resultado Eq (25)
numérico numérico numérico
0,01 -0,5855 -0,5013 -0,8652 -0,7435 -1,3544 -1,1517
0,1 -0,5588 -0,4899 -0,8260 -0,7252 -1,3011 -1,1263
1 -0,4172 -0,3996 -0,6088 -0,5819 -0,9839 -0,9229
10 -0,1397 -0,1405 -0,1942 -0,1955 -0,3303 -0,3389
40 -0,4420 -0,0444 -0,0604 -0,0608 -0,1050 -0,1046
60 -0,0302 -0,0305 -0,0414 -0,0417 -0,0721 -0,0719
100 -0,0185 -0,0188 -0,2530 -0,0256 -0,0444 -0,0442
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Abstract

This works presents of the energy transport calculating the heat flow. The problem consist of a binary mixture of
monoatomic gases confined between two parallel plates long enough. In the beginning the system is in equilibrium,
being slightly disturbed a temperature gradient, between the plates which characterizes the transport of energy. The
distribution function for each constituent of the mixture obeys a coupled integral-differential equation system that is
based on Boltzmann’s equation. All the solutions found are stable, since we are dealing with linear problems. . The
solutions are studied by using McCormack kinetic model as the basis for Boltzmann equation. Numerical calculations
were carried out for three mistures of noble gases: Neon and Argon, Helium and Argon, and Helium and Xenon. The
heat flow of mixture and of each constituint were calculated, as well as the deviations in the concentrations and density
of mixture over the whole Knudsen number interval. The molar concentrations of the gases were considered in the
proportions of 10%, 50% and 90%. The results obtained were compared when different interation potentials between
the particles are used. It has also compared the kinetic solution with the hydrodinamic solution for the heat flow of the
mixture.

Keywords: Heat flow, Binary mixture of rarefied gases, Rarefaction of the mixture parameter



